
Случайные графы.
Зафиксируем p ∈ (0, 1) и назовём вероятностью графа (в модели, или веро-
ятностном пространстве, Эрдёша–Реньи) c n вершинами {1, 2, . . . , n} и e рёб-
рами число

P(G) = pe · (1− p)C
2
n−e.

Вероятностью семейства (или, что тоже самое, свойства) графов с данными
вершинами называется сумма вероятностей входящих в него графов.
Случайной величиной называется функция, определённая на множестве всех
графов c данными вершинами. Например, количество рёбер графа— случай-
ная величина.
Математическим ожиданием случайной величины Y называется её «взве-
шенное среднее»

EY =
∑
G

Y (G)P(G) =
k∑

s=1

ysP (Y (G) = ys) ,

где y1, . . . , yk — возможные значения Y .
Дисперсией случайной величины Y называется число DY = E [(Y − EY )2].

1. Для данных n и p найдите мат. ожидание количества
(a) изолированных вершин;
(b) треугольников;
(c) путей длины 2;
(d) вершин степени 11;
(e) k-клик;
(f) k-клик, являющихся компонентами связности;
(g) подграфов, изоморфных графу на рисунке;
(h) индуцированных подграфов, изоморфных графу на рисунке.

2. Докажите, что для данных n и p вероятность наличия изолированного мно-
жества из k вершин меньше ek lnn−pk(k−1)/2.

3. Для данных n и p найдите дисперсию величин, указанных в пп. 1.(a)–(d)
первой задачи.



Асимптотики в случайных графах
Событие An происходит асимптотически почти наверное (а.п.н., также с
асимптотической вероятностью 1) относительно последовательности f(n),
если P(An) → 1 при p = f(n), n → ∞. Общепринятое сокращение: при
p(n) = f(n) событие An происходит а.п.н.

Пусть даны случайная величина X и число a > 0.
Неравенство Маркова: P(|X| > a) 6 E|X|

a
.

Неравенство Чебышёва: P(|X − EX| > a) 6 DX
a2

.

5. Докажите, что при p = 1
2
а.п.н. нет клики размера 100 lnn.

6. Докажите, что хроматическое число случайного графа G(n, p) а.п.н.
(a) не меньше n

20 lnn при p = 1
3
;

(b) не больше двух при p(n) = o
(
1
n

)
;

(c) равно единице при p(n) = o
(

1
n2

)
.

7. Докажите, что при p(n) = 1
2n

а.п.н. в графе более n
2
изолированных вер-

шин.

8. Докажите, что при p(n) = o
(

1
n3/2

)
а.п.н. никакая пара рёбер не имеет об-

щей вершины.
Функция p∗(n) называется пороговой вероятностью для свойства A, если

• при p(n)
p∗(n)

→ 0 а.п.н. граф не обладает свойством A,
• а при p(n)

p∗(n)
→ +∞ а.п.н. граф обладает свойством A.

9. Докажите, что пороговой вероятностью для свойства «граф содержит тре-
угольник» является функция p∗(n) = 1

n
.


