
Внешние формы
Пусть V = Rn — векторное пространство с базисом {e1, . . . , en}, а V ∗

—пространство линейных функционалов на V с двойственным базисом
{f1, . . . , fn}, то есть fi(ej) равно 1 при i = j и 0 иначе.

Внешняя k-форма наV —это кососимметрическая k-линейнаяфунк-
ция. Пространство внешних k-форм

Λk(V ) = 〈fj1 ∧ . . . ∧ fjk | j1 < . . . < jk〉

имеет размерность Ck
n.

Звезда Ходжа ? : Λk(V ) → Λn−k(V ) — это изоморфизм линейных
пространств, заданный формулой

?(fj1 ∧ . . . ∧ fjk) = sgnσj1,...,jn · fjk+1
∧ . . . ∧ fjn ,

где σj1,...,jn — перестановка n различных чисел.

ГКП-6, упр.1. Пусть k нечётно, а ωk — внешняя k-форма в Rn. Дока-
жите, что ωk ∧ ωk = 0.

ГКП-6, упр.2. Пусть a, b — векторы в R3. Обозначим ω1
a(x) = (a, x).

Докажите, что отображение a 7→ ω1
a — изоморфизм пространств R3 ∼=

Λ1(R3). Проверьте, что ω1
a = a1f1 + a2f2 + a3f3.

ГКП-6, упр.3. Пусть ω1 = f1 + f2 + f3, ω2 = f1 − f2 + 2f3 ∈ Λ1(R3).
Вычислите ?ω1, ?ω2 и ?(ω1 ∧ ω2).

ГКП-6, упр.4. Пусть ω ∈ Λ1(Rn).
(a) Покажите, что ?(?ω) = −ω для n = 2 и ?(?ω) = ω для n = 3.
(b) Покажите, что ?(?ω) = (−1)n+1ω для любого n ≥ 2.
(c*) Что можно сказать про ?(?ω), если ω — внешняя k-форма?

Дифференциальные формы
На многообразии M в точке p касательное пространство Tp(M) имеет
базис

{
∂

∂x1
, . . . , ∂

∂xn

}
, а двойственное ему кокасательное пространство

T∗
p(M) имеет двойственный базис {dx1, . . . , dxn}.



Дифференциальная k-форма

ω =
∑

j1<...<jk

ωj1...jk(x)dxj1 ∧ . . . ∧ dxjk

— это набор k-форм в касательных пространствах к M , гладко завися-
щий от точки: ωj1...jk(x) — гладкие функции. Внешний дифференциал
d : Λk(V ) → Λk+1(V ) переводит k-форму ω в k + 1-форму

dω =
∑

j1<...<jk

dωj1...jk(x)dxj1 ∧ . . . ∧ dxjk

.

ГКП-6, упр.5. Докажите, что
(b) d2ω = d ◦ d(ω) = 0 для всех ω.
(c) d(ωk

1 ∧ ωm
2 ) = dωk

1 ∧ ωm
2 + (−1)kωk

1 ∧ dωm
2 .

ГКП-6, упр.6.Кодифференциал δ переводитω ∈ Λk(M) в δω := ?(d(?ω)).
(a) Докажите, что если k = 0, то δω = 0.
(b) Докажите, что если ω ∈ Λk(M), то δω ∈ Λk−1(M).
(c) Вычислите δω для ω = eydx+ (x+ y)2dy ∈ Λ1(R2).

ГКП-6, упр.7. Обобщённый Лапласиан на k-формах задаётся по фор-
муле

∆ := δd+ dδ = ?d ? d+ d ? d ? .

(a) Пусть f(x, y) = xy+2y2. Вычислите∆f , используя формулу вы-
ше и стандартную формулу из анализа. Сравните результат.

(b) Вычислите ∆ω для ω = xdx+ zdy − ydz ∈ Λ1(R3).

ГКП-6, упр.8. Пусть ω = 2dx + xdy — дифференциальная 1-форма на
R2, A = (0, 0), B = (1, 1). Проинтегрируйте ω вдоль ориентированных
отрезков AB и BA. Как соотносятся эти два значения?


